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RESUMEN

Las curvas y superficies Bézier fueron descritas por primera vez en 1962 por el ingeniero francés
Pierre Bézier y por Paul de Casteljou, quienes las utilizaron para el diserio de carrocerias de
automoviles, aviones y cascos de barcos, esta tecnologia matematica de descripcion de
generacion de curvas y superficies se usa ampliamente en los actuales programas de CAD
existentes y en programas de diseiio 3D, videojuegos, etc.

Las superficies y las curvas de Bezier nos pueden ayudar a determinar mediante los datos de
campo (instrumentacion, sondeos, ensayos de penetracion, observacion superficial etc.) la
modelizacion matematica de las zonas de rotura, ya sea mediante curvas para el estudio
bidimensional de estabilidad o de las superficies completas en el caso de aplicar modelizacion
3D.Para la construccion de las curvas y superficies de Bezier se utilizan los denominados
polinomios de Bernstein que permiten aproximar funciones de forma continua y presentan una
serie de caracteristicas que los hacen idoneos como base para este tipo de construcciones. Para
la construccion de las curvas y superficies es necesario definir los denominados puntos de
control, cuyas componentes son los coeficientes que acompaiian como constantes a los
polinomios de Bernstein para la construccion matematica de las curvas y superficies. Si bien se
parte de la informacion de puntos conocidos de las curvas y superficies a modelizar, estos datos
se ha de transformar en los puntos de control para la generacion de las expresiones matemdticas
de la geometria a determinar. Dentro de las familias de curvas generables mediante este método
existe un amplio abanico de posibilidades, curvas polinomicas, racionales y spline dependiendo
de la complejidad del problema que queramos modelizar. En el caso de las superficies es posible
la realizacion de aproximaciones polinomicas y de tipo interpolacion bicubica spline con un buen
ajuste de la superficie resultante.

La aplicacion de este tipo de herramientas para la modelizacion de curvas y superficies de rotura
nos servira para la cuantificacion del alcance y desarrollo de un deslizamiento dejando en manos
de un modelo y no de la intuicion de la entidad de este tipo de fenomenos, a la par que nos
serviria para la aplicacion de modelos 3D para estudiar las medidas de estabilidad..



1. INTRODUCCION

La modelizacion de curvas y superficies de rotura en deslizamientos de ladera es uno de los factores
determinantes para la articulacion de las medidas a tomar, es necesario conocer la extension global
de la zona movilizada, estimar la profundidad de esta, su extension lateral, en aras de la definicion y
optimizacion de las medidas de mejora de la estabilidad que se aplicaran.

Las curvas y superficies de Bezier son herramientas matematicas que nos permiten en base a las
observaciones de campo, pruebas in situ y datos procedentes de instrumentacion, la generacion de
superficies de rotura tratables mediante programas de célculo de estabilidad de taludes en 3D y en
base a esas superficies obtener curvas asociadas a estas superficies las cuales pueden ser asociadas a
curvas de rotura aisladas y estudiarlas mediente codigos de calculo de estabilidad de taludes en 2D.
El soporte de ambas herramientas (superficies y curvas) son los denominados polinomios de Berstein,
existe otro método de base grafica que es el denominado algoritmo de Casteljou, los dos llevan a la
misma base de polinomios pero se hace mediente un proceso iterativo, vamos a usar el método de
Berstein mas directo y facil de programar.

Loa polinomios de Berstein fueron definidos por Sergei Berstein en 1912 para una demostracion
alternativa al teotema de Weierstrass, estos polindmios presentan una serie de caracteristicas que los
hacen mads interesantes para la modelizacion de curvas que la interpolacién polindomica directa que
presenta fuertes oscilaciones al incrementarse el grado.

2. POLINOMIOS DE BERSTEIN

El i-ésimo polinomio de Berstein de grado n, se define como:

BI(6) = (Mei(L — )" i(D). (1)

Es decir los polinomio de Berstein son nulos si i<0 o cuando i>n, es decir :
e Para i=0, solo hay un polinomio :

Bd(t) =1 (2)

e Patai=I, hay dos polinomios :
Bi(t)=1—t,B{(t) =t 3)

e Para i= 2, hay tres polinomios:
Bi(t) =1-2t+t% B2(t) =2t —2t%,B3(t) =t3t 4)

Y asi sucesivamente de forma que para i=k hay k+1 polinomios

Presentan una serie de propiedades que los hacen idoneos para el ajuste de curvas:
1. Constituye una base de polinomios, es una base del espacio vectorial de polinomios de
grado <=n,
2. Presentan caracteristicas recursivas, es decir verifican la siguiente relacion recursiva:

BP(E) = (1 - O)BP(6) + t BPF (0). 5)

3. Particion de la unidad, se verificaque Vn >0y VvVt € [0,1], ¥~ ,Bi(t) =1
4. No negatividad, los polindmios son no negativos dentro del intervalo [0,1].



o0

. Presentan propiedadades de simetria;

Bi'(t) = B, (1 - t). (6)
Célculo del area bajo la curva :

Jy Br®)dt = — (7)

n+1

La obtencion de la derivada:

S BI®) =n (BIF(®) — BF'(D) (8)

Maximo Unico, que corresponde al valot t=i/n
Es posible la composicion de curvas, satisfaciendo criteros de continuidad y de
continuidad en la derivacion hasta cierto grado.

En la siguiente figura se representan los tres polinonios para el caso de i=2.
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Figura 1. Representacion de los polinomios de Berstein para i=2

3. CURVAS DE BEZIER

Dados n+1 puntos Py, Py, ....., P, € R? , denominados putos de control se define la curva de
Bezier asociada como:

a:[0,1] » R? )

a() = ) BI(O)P,

Este tipo de curvas participa de las propiedades de la base de polinomios con la que se construye:

1.
2.
3.
4. Envoltura convexa, una curva de Bezier asociada a un conjunto de puntos de control

Interpolacion de los extremos a(0) = Py y a(1) = B,.
Simetria a(Py, ....., B,)(t) = a(By, Py, .-, B)(1 — 1)
Invarianza afin

unidos por una poligonal siempre estara incluido en la envoltura convexa de los poligonos
de control.
Permite subdivisiones y cambios de base



4. AJUSTE MEDIANTE CURVAS DE BEZIER

Supongamos que tenemos una serie de puntos que definen una rotura en 2D de un talud o ladera,
estos k+1 puntos ordenados son {Qo, Q1,...... , Qk} definidos en un plano vertical, que contiene a
cada punto Q; estd asociado a un parametro t. Nuestro objetivo es definir una curva a : [0,1] —
R?, de un grado determinado n, tal que las distancias ||Qi- a(t)||, sean pequefias. La mejor
aproximacion seria Q= a(t), teniendo en cuenta la ecuacion (4), tenemos la expresion:

By (to)P; + -+ By ()P, = Qo
B(T)l(tl)Pi+"'+Brrll(1)Pn =0, (10)
By (t )Py + -+ + By (ti )P, = Qx
En notacion matricial seria :
MP=Q (11)
Donde:
e M corresponde a la matriz de los valores de los polinomios de Berstein para los valores
det
e P corresponde a los valores incognita de los puntos de control con los que se va a construir
la curva.
e Q es la matriz de los puntos que definen la rotura

Se considera que el nimero de puntos Qx , k+1 en total es mayor que el grado n de la curva, con
este punto de partida, el sistema inicial esta sobredeterminado, para obtener un sistema cuadrado
se realiza la siguiente transformacion:

M™M P=M" Q. (12)

Se obtiene un sistema n+1 ecuaciones con n+1 incognitas MT M, ya es una matriz cuadrada,
simétrica y regular (es por lo tanto invertible).
La solucion seria por lo tanto :

P=( MTM)'MT Q (13)

La solucion cumple con el método de los minimos cuadrados.
Queda pendiente un factor fundamental que en la eleccion del parametro t, existen varios métodos
de los cuales comentamos dos, indicar que no existe un método 6ptimo:

1. Eleccioén cordal, asociado a la longitud de la curva:

i k
1
j=1 j=1
2. Eleccidn centripeta.
1 i \
=7 0=l coni=1 kv 1=l -y (15)
j=1 j=1



5. SUPERFICIES DE BEZIER

Al igual que pasa con la curvas de Bezier la definicion de las superficies de Bezier se puede
realizar mediante el algoritmo de Casteljau o bien medieante polinomios de Bezier, al igual que
en el caso de las curvas vamos a usar la segunda opcion.

Dado el conjunto de puntos de control P;j con 0 <i<my 0 <j <n, que serdn los valores constantes
de la expresion, se define la superficie de Bezier como la superficie parametrizada por x: [0,1]
x[0,1]1] » R3:

n

£wv) = ) ) B B (WP, (16)

j=0

El conjunto de puntos P;;j se denomina red de control de la superficie de Bezier. Las superficies
de Bezier participan de las propiedades de las curvas y de otras generadas por su naturaleza:

Son de naturaleza polindmica

Invarianza afin

Envoltura convexa

Las curvas coordenadas con curvas de Bezier, es decir aquellas en las que uno de los
parametros (u,v) es constante y el otro variable, lo que nos permite obtener secciones de
la superficie en forma de curva para el estudio de estabilidad en 2D de forma
particularizada o para comprobar el comportamiento lateral del deslizamiento
parametrizado en 3D.

5. Las derivadas parciales de las superficies son también superficies de Bezier

6. Al igual que pasaba en las curvas, existen superficienes de Bezier racionales.

b=

6. AJUSTE MEDIANTE SUPERFICIES DE BEZIER

En este caso tenemos una nube de puntos (m+1) x (n+1) que definen una superficie de rotura en
3D de un talud o ladera, ordenados constituyen los datos de entrada {Qoo,...... , Qm,n}, cada punto
Qi estd asociado a dos parametros (u,v). Nuestro objetivo es definir la superfice curvax : [0,1] -
R3, bigrado (m,n), al igual que ocurre en las curvas La mejor aproximacion seria Qij=X(u, v),
teniendo en cuenta la ecuacion (11), tenemos la expresion:

Ban(uo)Br?(vo)Po,o + et Bﬁl(uo)Bg(Uo)Po,n = Qo0
Bg)n(um)Br?(vn)Pm,O + ot Bﬁln(um)Bﬁ(vn)Pm,n = Qm,n

En notacidén matricial seria :
BuP BVT: Q (1 8)

Donde:
e B.y B.\! corresponden a la matrices de los valores de los polinomios de Berstein para los
valores de u y v respectivamente
e P corresponde a los valores incognita de los puntos de control con los que se va a construir
la curva.
¢ Q es la matriz de los puntos que definen la superficie de rotura

Para que el sistema sea cuadrado y el numero de ecuaciones y el de incognitas sea el mismo
realizamos la siguientes operacion:



(Bu)'BuPB" (Bv')'=(Bu)'Q(B.)" (19)

Se obtiene un sistema n+1 ecuaciones con n+1 incognitas MT M, ya es una matriz cuadrada,
simétrica y regular (es por lo tanto invertible).
La solucion seria por lo tanto en notaciéon matricial :

P=(B. )'Q(B,")"! (20)

La solucion cumple con el método de los minimos cuadrados al igual que en caso de las cuevas
de Bezier.

Una vez obtenidos los pardmetros P;;j ya es posible definir la superficie de forma paramétrica
Los criterios de seleccion de u y v son similares a los comentados en el caso de curvas de Bezier.

7. PARAMETRIZACION DE UNA CURVA DE ROTURA MEDIENTE UNA CURVA DE
BEZIER

Se han obtenido cuatro puntos de la curva de un deslizamiento los cuales se indican en la siguiente
tabla, uno de ellos es del pie, otro de cabeza y dos de la zona de desarrollo, se plantea parametrizar
la curva de Bezier que representaria de forma paramétrica dicho deslizamiento, los puntos estan
tomados con respecto a un sistema de referencia que parte de una zona por debajo del pie.

Los datos son:

Zona X Z t
Pie 3,00 5,00 0
Interior | 5,063 5,58 0,180
Interior | 9,120 | 14,648 0,600
Pie 12,00 | 23,00 1

Tabla 2. Tabla de datos

Se ha tomado para t la seleccion cordal.
Tenemos por lo tanto 4 puntos, se plantean polinomios de Berstein de grado 3, los cuales se
indican a continuacion:

para i= @ el polinomio es B[t]=(1 tjx3

para i= 1 el polinomio es B[t]=3 (1 tjlzt
para i= 2 el polinomio es B[t]=3 (1-1t) t?
para i= 3 el polinomio es B[t]=t

Figura 2. Polinomios de Berstein para i=3

En este caso se ha seleccionado un grado para los polinomios que obtiene un sistema cuadrado

Resolviendo el sistema P=( M M)'MT Q, tenemos los valores de los puntos de control son:



X z
3,00 2,00
7,00 1,00
10,00 | 6,00
12,00 | 10,00

Tabla 2. Tabla de puntos de control
La expresion de la curva de Bezier se indica en la siguiente ecuacion segln (4):
a(t) =B+12t—3t%,2—-3t+18t%2—71t3). (21)
La representacion gréfica 'de la curva se indica en la siguiente imagen:

v
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Figura 2. Representacion de la curva de deslizamiento modelizada mediente una curva de Bezier

8. PARAMETRIZACION DE UNA SUPERFICIE DE ROTURA MEDIENTE UNA
SUPERFICIE DE BEZIER

Se han obtenido una malla de puntos de un deslizamiento, en la siguiente tabla se muestran los
datos tomados, indicar que el eje z se toma desde una base situada en el pie del deslizamento y
se ha corregido los datos de las cotas procedentes de inclindmetros, sondeos y ensayos de
penetracioén dindmica.

X y z
0,00 | -3,00 | 0,00
12,14 | 0,00 | 2,48
14,28 | 0,01 | 2,95
16,35 ] 0,01 | 3,41
25,70 | 1,02 | 5,85
30,80 | 0,24 | 7,24
39,00 | 4,00 | 10,00

Tabla 3. Datos del deslizamiento

La ecuacion de la superficie de Bezier calculada se muestra en la siguiente formulacion:



Y(w,v)=(3u(10—-8u+3u?),(-3+6v+u(-3+6v)+u*(-3+6v)+u3B8-16v+
3v2),QuB+6v—-3v:+ul(—4+18v—-15v3)+6u(l—4v+3v?)) (22)

La representacion grafica de la superficie se indica en la siguiente imagen:

15

L:i'
5 [
| e

—_
-1 {

0 -~
e | 7~
—
-

Figura 3. Representacion de un deslizamiento 3D modelizada mediente una superficie de Bezier

Esta superficie parametrizada puede ser procesada en un programa de célculo de estabilidad de

taludes en 3D

9. CONCLUSIONES
La modelizacion de curvas y superficies de un deslizamiento de ladera es fundamental a la

hora de iniciar el proceso de articulacién de medidas correctoras
Las curvas y superficies de Bezier son una herramienta de modelado que nos permite obtener

en base a datos fiables procedentes de instrumentacidn, ensayos de campo y observaciones
visuales, de una representacion grafica de la entidad del problema, en lo que respecta a
extension lateral, profundidad etc, lo cual puede ser tomado como punto de partida para la

aplicacion de las medidas correctoras y su distribucion
En el caso de las curvas, estas pueden ser introducidas en los programas 2D de estabilidad

de taludes para célculos restrospectivos de parametros y para testear las soluciones.
En el cado de las superficies estas pueden se implementadas en un programa 3D de

estabilidad de talud, c6digos que esta lentamente ganando terreno.
Si hay que indicar que la calidad de las superficies y curvas va a depener de la calidad y

cantidad de los datos obtenidos.
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